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1 Werttheorie und Modelle

In vielen Beitrdgen zur Werttheorie und dem Transformationsproblem werden dhnliche Modellrechnungen
verwendet, um die Werte von produzierten Waren zu ermitteln.

Zum Beispiel gibt Klaus Miiller in dem Artikel ,,Welche Arbeitszeit ist gesellschaftlich notwendig?“ein Mo-

dell zur Ermittlung der vollen Arbeitszeit an.

Quelle:
https://www.zeitschrift-marxistische-erneuerung.de/de/article/1252.welche-arbeitszeit-ist-gese
html  (steht dort auch als PDF-Version zum Download zur Verfiigung)

Dieser Text setzt sich mit dieser grundsétzlichen Art der Modellbildung (Basismodell) auseinander.

1.1 Werttheorie

Okonomisch méglich und empirisch nachweisbar ist folgende Tatsache:
Die Beschéftigten eines Wirtschaftssystems produzieren aus einem Input, das sind Waren (Vorprodukten) -
wie z.B. Teigmaschinen, Mehl, usw. - und ihrer Arbeitszeit einen Output (Waren).

Die Werttheorie besagt Folgendes:

Das Mafl des Wertes einer Ware wird durch die Menge der gesamten Arbeitszeit bestimmt, die zu ihrer
Herstellung benotigt wurde.

Diese gesamte Arbeitszeit setzt sich aus der direkten Arbeitszeit der Beschéaftigten und dem indirekten Ar-
beitszeitaufwand - das ist die Arbeitszeit, die fiir die Herstellung des Wareninputs benétigt wird - zusammen.
Wenn man also die Zeit kennt, die fiir die Herstellung einer Mengeneinheit jedes Vorprodukts benotigt wird
und dies mit der Menge des Vorprodukts multipliziert kennt man die Gesamtzeit zur Herstellung dieses
Vorprodukts.

Die Gesamtarbeitszeit fiir die Produktion des Outputs ist also die Summe der Herstellungszeiten der Vor-
produkte und der direkten Arbeitszeit, die die Beschéiftigen bendtigen um aus diesen Vorprodukten den
Output (das Endprodukt) zu produzieren.

1.2 Modelle der Werttheorie

Diese o.g. intuitive Vorstellung wollen manche Werttheoretiker nun durch ein geeignetes Modell widerge-
spiegeln und abbilden.

Alle folgenden Beispiele (Modelle) simulieren eine Volkswirtschaft, die aus 3 Sektoren besteht.

Aus einem Input (Beschiftigte und Vorprodukte in Form von Waren) wird ein Output (hier: eine Ware)
erzeugt:

Die Beschiftigten (sofern das Modell keine Roboterwirtschaft nachahmt) der 3 Sektoren benétigen jeweils
die (direkten) Arbeitszeiten A1, A2, A3, um i.A. aus 3 Waren (z.B. Teigmaschinen, Mehl und Brot (um die
Existenz der Beschéftigten zu sichern) eine bestimmte Ware (z.B. Brot) zu produzieren.

Im 1. Sektor werden aus den Waren W1, W2, W3 und der direkten Arbeitszeit Al der Beschéftigten die
Ware W1 hergestellt.

Im 2. Sektor werden aus den Waren W1, W2, W3 und der direkten Arbeitszeit A2 der Beschéftigten die
Ware W2 hergestellt.

Im 3. Sektor werden aus den Waren W1, W2, W3 und der direkten Arbeitszeit A3 der Beschéftigten die
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1 Werttheorie und Modelle

Ware W3 hergestellt.

Kurz:

Al und W1 und W2 und W3 — W1
A2 und W1 und W2 und W3 — W2
A3 und W1 und W2 und W3 — W3

Beispiel:
Fiir die Herstellung einer Teigmaschine braucht man 10 Stunden.
Dann braucht man fiir die Herstellung von 20 Teigmaschinen 20 - 10 = 200 Stunden.

Wenn man die Herstellungszeiten fiir je eine Mengeneinheit der Waren W1, W2, W3 nicht kennt, bezeichnet
man sie einfach als x,y,z, wobei diese Werte jeweils gréfler 0 sein miissen, sonst macht es 6konomisch keinen
Sinn.

Dann kann man die Herstellungszeiten der Waren wie folgt angeben:

Al 4+ Menge W1 - x + Menge W2 - y + Menge W3 - z = neu produzierte Menge W1 - x
A2 4+ Menge W1 - x + Menge W2 - y + Menge W3 - z = neu produzierte Menge W2 - y
A3 4+ Menge W1 - x + Menge W2 - y + Menge W3 - z = neu produzierte Menge W3 - z

Im folgenden werden verschiedene Versionen dieses Basismodells vorgestellt, die sich nur in bestimmten
Punkten unterscheiden, wie z.B.

1) direkte Arbeitszeit = 0 (nur zum Experimentieren, da 6konomisch nicht sinnvoll)

2) Produktion von Luxusgiitern: Luxusgiiter werden nicht zur Produktion von Waren benétigt.

Falls W3 Luxusgut bedeutet das z.B.:

Al + Menge W1 - x + Menge W2 - y = neu produzierte Menge W1 - x

3) usw. (siche Beispiele unten)

Bemerkung;:

Um den Leser nicht zu verschrecken werden in den folgenden Beispielen die Berechnungen nicht explizit
angegeben.

Wer sich trotzdem dafiir interessiert, kann dann im mathematischen Anhang (letztes Kapitel) die gerechne-
ten Beispiele anschauen.

Niitzlich dazu ist das Online-Tool von Wolfram Alpha

Auflerdem wird auch die (nicht triviale) Mathematik (Lemmata und Sétze mit Beweisen) hinter diesen
Modellversionen vorgestellt.



2 Versionen des Basismodells

Wichtige Bemerkungen:
1) Alle in den folgenden Beispielen verwendeteten Warenmengen sind jeweils grofier 0.
2) Bei allen Berechnungen der Arbeitszeiten werden nur 6konomisch sinnvolle Zeiten > 0 als Losung gewertet.

2.1 Modellversion M1 : MiBwirtschaft ohne direkte Arbeitszeiten

2.1.1 Modellannahmen

1) Die direkten Arbeitszeiten A1, A2, A3 sind jeweils 0.

Eine bis jetzt in der Realitdt unrealistische Annahme, bei der statt der Beschéaftigten nur Roboter aus den
Vorprodukten das Endprodukt herstellen.

2) Warum MiBwirtschaft: siehe unten

2.1.2 Beispiel

In Klammern sind die jeweiligen Mengen der Waren angegeben:
W1(=50) und W2(=5) und W3(=15) — W3(=70)
W1(=13) und W2(=15) und W3(=9) — W3(=34)
W1(=10) und W2(=8) und W3(=40) — W3(=60)

Das gibt dann das folgende LGS (lineares Gleichungssystem):
S0x+5y+152=70x

1324+15y+92=34y

10x+8y+40 2 =60z

2.1.2.1 Losung

Es gibt unendlich viele positive (x > 0,y > 0,z > 0) Losungen.

2.1.3 Warum MiBwirtschaft

Der Input der Mengen der Waren W1 (=50 + 13 + 10 = 73) ist grofer als der Output der Ware W1 (=70).
Der Input der Mengen der Waren W3 (=15 + 9 + 40 = 64) ist grofer als der Output der Ware W3 (=60).
2.1.4 Empfindlichkeitsanalyse

Andert sich nur eine Warenmenge minimal, gibt es keine Losung mehr:

2.1.4.1 Beispiel

50x+5y+15,0lz=T0x
13x2+15y+92=34y
10z +8y+402=60=z



2 Versionen des Basismodells

Losung:
Es gibt keine Losung (x=y=z=0 ist 6konomisch nicht sinnvoll).

2.1.5 Modellanalyse
Da die direkten Arbeitszeiten 0 sind, bildet diese Modellversion die Realitdt nicht ab.

2.2 Modellversion M2: MiBwirtschaft (mit direkten Arbeitszeiten)

2.2.1 Modellannahmen

1) Die direkten Arbeitszeiten A1, A2, A3 sind alle groier 0.

2) In dieser Modellversion gibt es keine Luxusgiiter, denn alle produzierten Waren werden wieder verwendet
um neue Produkte herzustellen. Auch Konsumgiiter werden dazu benutzt Waren herzustellen, denn diese
werden von den Beschéftigten benotigt (z.B. in Form von Lebensmittel), ihre Arbeitskraft zu erhalten.

3) Warum MiBwirtschaft: siehe letzte Modellversion.

2.2.2 konkretes Beispiel

Wir nehmen irgendwelche festen direkten Arbeitszeiten an, wie z.B:

Al: 123, A2:456, A3: 789 und Warenmengen an:

W1: 50 Mengeneinheiten als Vorprodukt im Sektor 1,

W2: 5 Mengeneinheiten als Vorprodukt im Sektor 1, usw.

Das ergibt dann:

123 Zeiteinheiten und W1(=50) und W2(=5) und W3(=15) — W3(=70)
456 Zeiteinheiten und W1(=13) und W2(=15) und W3(=9) — W3(=34)
789 Zeiteinheiten und W1(=10) und W2(=8) und W3(=40) — W3(=60)

Das gibt dann das folgende LGS (lineares Gleichungssystem):

1234+50x+5y+152=70x
456 +13x+15y+92 =34y
789 +10x+8y+402=60z2

2.2.3 Losung
Es gibt keine Losung.

2.2.4 Verallgemeinerung

Wir nehmen irgendwelche direkten Arbeitszeiten an und benennen diese einfach mit ay, a9, as
A1l : a3 und W1(=50) und W2(=5) und W3(=15) — W3(=70)
A2 : ay und W1(=13) und W2(=15) und W3(=9) — W3(=34)
A3 : az und W1(=10) und W2(=8) und W3(=40) — W3(=60)

Das gibt dann das folgende LGS (lineares Gleichungssystem):
a1+90x+5y+152=70x

as+13x+15y+92=34y
a3+ 10x+8y+402 =060z



2 Versionen des Basismodells

2.2.5 Losung
Es gibt keine Losung.

2.2.6 Empfindlichkeitsanalyse

Andert sich im vorigen Beispiel nur eine Warenmenge minimal, gibt es plétzlich eine Losung:

2.2.6.1 Beispiel

a1 +49,92x4+5y+152=70z
a2+ 13x+15y+92=34y
a3+ 10z +8y+40 2z =060z

Losung:

T = %(14&1 + 10as + 15(13) >0

y = 2(500a; + 360as + 537a3) > 0

z = 25(2940a1 4 2108as + 3169a3) > 0

2.2.7 Modellanalyse

Die 6konomische Tatsache einer Miflwirtschaft kann durch diese werttheoretische Modellversion nicht abge-
bildet werden.

2.3 Modellversion M3: Einfache Reproduktion ohne direkte Arbeitszeiten

2.3.1 Modellannahmen

1) Die direkten Arbeitszeiten A1, A2, A3 sind jeweils 0.
Eine bis jetzt in der Realitdt unrealistische Annahme, bei der statt der Beschéaftigten nur Roboter aus den
Vorprodukten das Endprodukt herstellen.

2.3.2 Beispiel

Direkten Arbeitszeiten der Beschéftigten Al: 0, A2: 0, A3: 0
Die Mengen der jeweiligen verwendeten Waren werden wie folgt bezeichnet:

a1, a2, a13, a1, a2, a3, a3, a3z, a33

W1(=aq1) und W2(=a12) und W3(=a13) — W1(=(a11 + a2 + as1))
W1(=as1) und W2(=ag2) und W3(=az3) — W2(=(a12 + a2 + as2))
W1 (=a3;1) und W2(=asz) und W3(=as3) — W3(=(a13 + az3 + as3))

Das gibt dann das folgende LGS (lineares Gleichungssystem):

ail ¢ +aigy+aiz z = (a1 +ag +asi)
ag T + ag Y+ azs z = (a12 + az + az2) y
a31 *+asze y+assz z= (a13+a23 +as3) z

2.3.3 Losung

Es gibt unendlich viele positive (x > 0,y > 0,z > 0) Losungen.
Dies gilt auch fiir eine beliebige Sektorenanzahln > 3.



2 Versionen des Basismodells

2.3.4 Modellanalyse

Da die direkten Arbeitszeiten 0 sind, bildet diese Modellversion die Realitdt nicht ab.

2.4 Modellversion M4: Einfache Reproduktion

2.4.1 Modellannahmen

Kein Wirtschaftswachstum, aber mit der Fahigkeit sich selbst zu reproduzieren, d.h. die Menge der als Input
verwendeten Waren ist gleich der Menge des produzierten Outputs, also keine Miflwirtschaft.

2.4.2 Beispiel

Direkten Arbeitszeiten der Beschéftigten Al: aq, A2: ao, A3: ag
Die Mengen der jeweiligen verwendeten Waren werden wie folgt bezeichnet:

aii, ai2, ais, az21, a2, a3, asi, a3z, a33

Al : a3 und W1l(=aj1) und W2(=a12) und W3(=a13) — W1(=(a11 + a2 + as1))
A2 : ay und W1(=az1) und W2(=ags) und W3(=ags) — W2(=(a12 + aze + asz))
A3 : a3 und W1l(=ag1) und W2(=a3z) und W3(=as3) — W3(=(a13 + a3 + ass))

Das gibt dann das folgende LGS (lineares Gleichungssystem):

a1 +anr+a2y+azz= (a1 +an+as)x
ag +ag1 T+ ag Y+ axs z = (a12 +ax +a3)y
az+as1 x+azz y+ a3 z = (a13 + as + asz) z

2.4.3 Losung

Es gibt keine Losung. Dies gilt auch fiir eine beliebige Sektorenanzahln > 3.

2.4.4 Modellanalyse

Die 6konomische Tatsache einer reinen Reproduktionswirtschaft kann durch diese werttheoretische Modell-
version nicht abgebildet werden.

2.5 Modellversion Mb5: Einfache Reproduktion und Herstellung von
Luxusgiitern

2.5.1 Modellannahmen

Die Waren W3 sind Luxusgiiter. Sie werden deshalb als Vorprodukt zur Herstellung von Waren nicht ver-
wendet!

Nur der Sektor 3 produziert diese Luxusgiiter. Diese Modellversion verwendet z.B. Klaus Miiller (siehe oben):
https://www.zeitschrift-marxistische-erneuerung.de/de/article/1252.welche-arbeitszeit-ist-gese
html  (steht dort auch als PDF-Version zum Download zur Verfiigung).

2.5.2 Beispiel

Direkten Arbeitszeiten der Beschéftigten Al: a1, A2: as, A3: as
Die Mengen der jeweiligen verwendeten Waren werden wie folgt bezeichnet:
aii, aiz, a3, 21, 422, 423, 431, 432, a3z Mit a1z = azz =0
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2 Versionen des Basismodells

Al und W1(=ai1) und W2(=aj2) und W3(=0) — W1(=(a11 + a21 + as31))
A2 und Wl(:agl) und W2(:a22) und W3(:0) — WZ(:(CHQ + ag2 + agg))
A3 und W1(=as1) und W2(=as2) und W3(=0) — W3(=as3))

Das gibt dann das folgende LGS (lineares Gleichungssystem):

ap a1 x+a2y+0z= (a1 +ax +as)x
as + as x+a22y+Oz:(a12+a22+a32)y
as+as1 r+asy+0z=as3z

2.5.3 Losung

Es gibt genau eine Losung.
Dies gilt auch fiir eine beliebige Sektorenanzahln > 3.

2.5.4 Modellanalyse

Die 6konomische Tatsache einer Okonomie mit Luxusgiitern kann durch diese werttheoretische Modellversion
abgebildet werden.

2.6 Modellversion M6: Wirtschaftswachstum
2.6.1 Modellannahmen

Wirtschaftswachstum, d.h. die Menge der als Input verwendeten Waren ist kleiner als die Menge des pro-
duzierten Outputs.

2.6.2 Beispiel

Direkten Arbeitszeiten der Beschéftigten Al: a1, A2: as, A3: as
Die Mengen der jeweiligen verwendeten Waren werden wie folgt bezeichnet:

aii, aiz, aig, a1, a2, 23, @31, a3z, ass
Die jeweils erzeugten zusitzlichen Warenmengen (Mehrwerte > 0) werden wie folgt bezeichnet:
mi,m2,Mms

Al und W1(=aq1) und W2(=aj2) und W3(=a13) — W1(=(a11 + a21 + as1 + my))
A2 und W1(=ag1) und W2(=ag2) und W3(=aa3) — W2(=(a12 + a2 + as2) + ma)
A3 und Wl(:agl) und W2(=CL32) und W3(:a33) — W3(:(CL13 + a3 + agg)) + ms3

Das gibt dann das folgende LGS (lineares Gleichungssystem):
ar+ a1 x+ a2y +az z= (a1 +ag +ag1 +my) x
az +az x + az Y+ as z = (a2 + az + aze +ma) y

a3+a31x+a32y+aggz:(a13+a23—|—a33+m3)z

2.6.3 Losung

Es gibt genau eine Losung.
Dies gilt auch fiir eine beliebige Sektorenanzahln > 3.

10



2 Versionen des Basismodells

2.6.4 Modellanalyse

Die 6konomische Tatsache einer Okonomie mit Luxusgiitern kann durch diese werttheoretische Modellversion
abgebildet werden.
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3 Ergebnis (Zusammenfassung)

3.0.1 Beurteilung der Modellversionen

Die verschiedenen Versionen des Basismodells kénnen abbilden:
1) eine Okonomie mit einfacher Reproduktion mit Luxusgiiter.
2) eine Okonomie mit Wirtschaftswachstum.

Die Modellversionen kénnen nicht abbilden:

3) eine Okonomie der Mifiwirtschaft.

4) eine Okonomie mit einfacher Reproduktion ohne Luxusgiiter.
(,neue Okonomie der sozial-6kologischen einfachen Reproduktion®)

3.0.2 Offenes Problem

P1) Wie miissen 3) und 4) veréndert werden, damit die 6konomische Realitdt angemessen modelliert wird?
P2) Muss evtl. das Basismodell komplett verdndert werden?

12



4 Mathematischer Anhang - nur fiir Interessierte

4.1 Satze iiber LGS (Lineare Gleichungssysteme)
4.1.1 Losbarkeit von n x n LGS

siehe: https://de.wikipedia.org/wiki/Lineares_Gleichungssystem

Uber die Losbarkeit einer n x n LGS (Anzahl der Gleichungen ist gleich Anzahl der Unbekannten) gibt die
Determinante der zugehorigen Matrix Auskunft.

Das Gleichungssystem ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn der Wert der Determinante der Koeffizienten-
matrix ungleich null ist.

Ist der Wert jedoch gleich null, hingt die Losbarkeit von den Werten der Nebendeterminanten ab.

Nur wenn alle Nebendeterminanten den Wert null haben, hat das System unendlich viele Losungen, ansons-
ten ist das Gleichungssystem unltsbar.

4.1.2 Lemma 0

1) In der folgenden Matritx
—ai1  aiz a3

A=| axn —a2 a3
as  azx  —ass

sind alle Koeffizienten a;; > 0 und alle a; > 0 und alle Spaltensummen von A gleich 0 (d.h. |[A| = 0).
Dann hat die folgende Gleichung (die zugehorige Matrix wird mit B bezeichnet), wobei alle d; > 0

—ai —dp a12 a13 1 —aq
a1 —ag — da as3 T2 | = | —a2
asy as2 —azz —d3) \x3 —as

genau eine positive (d.h. alle z; > 0) Losung.

2) Die Behauptung 148t sich auch fiir ein entsprechendes n x n LGS (n > 3) verallgemeinern.

1. Beweis:
Umformen der Gleichung ergibt:
ain +di —ai —ai3 x1 ay
—az1 a2 +dy  —ass x2 | = | a2
—az —azy  asz+dsz) \z3 as
mit
a1 +di —ae —a13
—A=| —az ax+d —ass

—asy —azz a3 +d3

Setze im Folgenden: B := -A

13
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4 Mathematischer Anhang - nur fiir Interessierte

B1)

Unterbehauptung: alle Eigenwerte von -A haben einen positiven Realteil.

Unterbeweis.

Abschéitzung tiber Gerschgorin-Kreise K;: (jeweils Kreisscheibe um ein Diagonalelement):

Die Menge aller Eigenwerte von B ist die Menge aller Eigenwerte der transponierten Matrix BT Deswegen
geniigt es im Folgenden den Satz liber die Gerschgorin-Kreise auf Spalten zu beziehen.

Wegen Spaltensummen=0 gilt:

aj] — a1 — a3y — 0, also:

a11 + di = ag1 + a3 + dy also:

Ki(ai1 +di, | — ao1| + | — as1]) = Ki(ann + di, a21 + az1) = K;(a21 + as1 + di, a1 + asq)

Die Realteile aller komplexen Zahlen in den Kreisscheiben sind alle > 0

Analoges gilt fiir die anderen Kreisscheiben K;.

Da jeder Eigenvektor in der Vereinigung aller Kreisscheiben Kjliegt, haben alle Eigenvektoren positive Re-
alteile.

B2)

Definition:

Eine M-Matrix B ist eine Matrix deren Eintrdge auflerhalb der Hauptdiagonale kleiner oder gleich 0 sind
und deren Eigenwerte einen Realteil grofier 0 besitzen.

Es gilt:

Eine M-Matrix B ist reguldr und B~ > 0. (Dabei ist > 0 komponentenweise zu verstehen.)

Setze B := A~}

Da B reguldr muss gelten: |B| = 0 und deshalb hat

a1
Bx = | a2 | genau eine Losung.
as
Da
ai
r=B"1]a
= 2
as

und alle B elementweise > 0 und alle a; > 0 muss x positiv sein.
Da alle a; > 0 und in B jede Zeile mindestens einen Eintrag ungleich 0 enthélt (sonst wéren die Zeilen nicht
linear unabhéngig), muss x sogar > 0 sein.

siehe auch Matheplanet:
https://matheplanet.com/matheplanet/nuke/html/printtopic.php?topic=265879&load_mathjax=1

2. Beweis:
Teill: Eindeutigkeit:

—ai —dy a2 a13
D := any —ag — da as3 ’
asy ass —az3z — d3

Dann ist die transponierte Matrix D* strikt diagonaldominant und deshalb regular.
https://de.wikipedia.org/wiki/Diagonaldominante_Matrix#Anwendungen
Also ist auch D regulér. Da D reguldr muss gelten: |D| # 0 und deshalb hat

—ay
Dx = | —as | genau eine Losung.

—as
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Teil2: positive Losung:

1) Matrixgleichung als LGS:

(—a11 —di)z1 +  appxe + ai1373 =—ay
a2121 + (—ax —d2)ra + a3 = —as
as1 oy +  azro + (—a33 —dg)rz = —a3

2) Addiere alle Terme links bzw. rechts der Gleichheitszeichen. Das ergibt:

—d1$1 — dzl’g — d31}3 = —a1 —az —as

Daraus folgt, dass mindestens ein z; > 0. O.B.d.A sei 1 > 0

3) Addiere alle Terme links bzw. rechts der Gleichheitszeichen unter der 1. Gleichung. Das ergibt:
a1121 — a1202 — doT2 — a1373 — d3xr3z = —az — as

Daraus folgt, dass mindestens ein x; > 0 fiir ¢ > 2. O.B.d.A sei 25 > 0

4) Addiere alle Terme links bzw. rechts der Gleichheitszeichen unter der 2. Gleichung. Das ergibt:
az1x1 + azaxo + (—azz — dz)xrs = —as

Daraus folgt, dass z3 > 0

5) Damit sind alle z; > 0.

4.1.3 Lemma 1
Im folgenden LGS

—a1121 + 1272 + ...G1p, Ty = —a1
ap1T1 + ap2xo + ... + —QpnTy = —ap

sind alle Koeffizienten a;; > 0 und alle a; > 0 und [A| =0
(d.h. alle Koeffizienten in der Hauptdiagonale sind negativ, sonst alle positiv)

Dann hat dieses LGS keine positive Losung, d.h. es gilt: nicht alle z; > 0

Beweis:
Das LGS in Matrixform:

—ai1 a2 ... A1n T —ail

Gnl  Gp2 ... —0pn/) \2Zn —ap
Seien gegeben:
—a11 a2 ... (05D

A:

an1 an2 ... —Qpn

A mit negativer Hauptdiagonale und ansonsten positiven Matrixelementen und

—ay

a=| .. | wobei alle a; positiv sind.
—ap

Annahme:
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I
Es gibt eine positive (d.h. alle [; > 0) Losung | =
In
Dann gilt: A-l=a
oder als LGS:
—ay1 li+alo+ ...a1n ly = —aq
a1 i+ analo + ... —app 1, = —ay,
oder umgeformt:
a1l =ale+ ...+ amly +ar
pn ln = ap1 l1 + ... + an,n—1 lp—1+an
also:
lat1 L] = |a12 la| + ... + a1 In| + |a1] > |ar2 o] + ... + |ain 1]

’ann ln| = |an1 l1| + ...+ |an,n71 lnfl‘ + |an| > |an1 l1| + ...+ |an,n71 lnfll
also:
| — a1 ] > |a12 lo| + ... + |a1n 1y

’ — Ann ln| > ’anl l1| + ...+ |an,n—1 ln—1|
Betrachte die Matrix:

—all ll a2 l2 A1n ln
M =

a1 li apals ... —apnln

Diese Matrix M muss dann streng diagonaldominant sein.
Da jede streng diagonaldominante Matrix regulér ist, gilt:
M| £ 0

Es gilt auBlerdem:

M| =11-...- 1, |A #£0

Da nach Voraussetzung alle [; > 0, muss |A| # 0 sein.

Im Widerspruch zur Voraussetzung.

Begriindung: jede streng diagonaldominante Matrix ist regulér:
https://de.wikipedia.org/wiki/Diagonaldominante_Matrix

4.1.4 Lemma 2

1) In der folgenden Gleichung sind alle a;; > 0 und auflerdem sind jeweils alle Spaltensummen der Matrix
gleich 0. Dann hat

—ai1 a2 a13 1 0
as1  —ae a3 x| =10
az1  azgx  —as3 T3 0

unendlich viele positive (alle z; > 0) Losungen.

2) Die Behauptung 148t sich auch fiir ein entsprechendes n x n LGS (n > 3) verallgemeinern.
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Beweis:

1)

Definitionen:

Eine stochastische Matrix ist eine quadratische Matrix, deren Zeilen- oder Spaltensummen Eins betragen
und deren Elemente zwischen Null und Eins liegen.

Eine stochastische Matrix heifit zeilenstochastisch, wenn alle Eintrdge der Matrix zwischen 0 und 1 liegen
und die Zeilensummen jeweils 1 ergeben.

Eine stochastische Matrix heifit spaltenstochastisch, wenn alle Eintrage der Matrix zwischen 0 und 1 liegen
und die Spaltensummen jeweils 1 ergeben.

IT)

Unterbehauptung:

Es existiert eine Konstante k mit M = (E+kA) und M ist spaltenstochastisch.

Beweis:

m = |maz{a;j|1 <i<n,1<j<n}

k= %

Dann gilt:

0<a; <m = 0> —a; >—m = 02> ;L:Lii > -1 = 121—}-%20 = 1>1+k-—a; >0
und fir ¢ # j:

0 S k- aij S 1

11)
Definition:
Der Spektralradius r(A) ist der Eigenwert mit dem groBten Betrag (Betrag bzgl. einer komplexen Zahl).

Satz von Perron-Frobenius:
Fir positive (bzgl aller Eintrage) Matrizen A > 0 ist der Spektralradius r(A) von A ein positiver Eigenwert
von A, zu dem ein positiver Eigenvektor > 0 (jeder Eintrag in x ist > 0) existiert mit Ax=r(A) x.

Lemma:
Der Spektralradius einer Matrix ist immer hochstens so gro8 wie ihre Spaltensummernorm = Maximum
iiber alle Betragssummen jeder Spalte.

Daraus folgt dann:

Lemma:
Der Spektralradius r(B) einer spaltenstochastischen Matrix B ist hochstens 1.

Lemma:
Der Spektralradius r(B) einer spaltenstochastischen Matrix B ist 1.

Beweis:
I sei der Vektor, der nur als Eintrége Einsen hat. Dann gilt fiir die transponierte Matrix B*: B*T = T
Also hat B* den Eigenwert 1, also hat auch die transponierte Matrix B** = B den Eigenwert 1.

V)

Da es nach dem vorigen Lemma fiir M keinen grofleren Eigenwert als 1 geben kann, muss 1 der grofite
Eigenwert sein, also ist der Spektralradius r(M) = 1.

Nach dem Satz von Perron-Frobenius folgt dass es einen positiven Vektor x > 0 geben muss muss mit Mx=x.
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V)

Mx=x, also (E +kA) x = x = Ex +kAx =x = x +kAx =x = kAx = 0. Da k # 0 folgt:
Az =0

Da Az = 0, folgt fiir alle A > 0 A(A\x) = 0.

Also gibt es unendlich viele positive Losungen.

4.1.5 Satz 1

1) Das folgende 4 x 4 LGS bei dem alle Keoffizienten a1, ag, as, as, a1, a2, ..., asq4 > 0 sind
hat keine Losung:

a1 + ag1 + asi + aq1) T
a1z + a + ass + as2) 2
a13 + a3 + asz + as3) 3
a14 + a4 + a4 + asq) x4

a1+ a1 r1 + a2 T3 + a13 T3 + a14 T4 =
a2 + ag1 T1 + ag2 T2 + ag3 T3 + a4 T4 =
asz + as1 1 +azg To + a3z 3+ a3q T4 =
a4+ a41 T1 + a42 T2 + a43 T3 + Q44 T4 =

~ N S N

2) Die Behauptung 148t sich auch fiir ein entsprechendes n x n LGS (n > 3) verallgemeinern.

I) Einfacher Beweis

Addiert man alle linke Seiten linkes des Gleichheitszeichens des LGS und setzt diese allen rechten Seiten
rechts des Gleichheitszeichens gleich, bekommt man Folgendes:

a1 + as + as + a4 + Rest = Rest

Subtrahiert man den Rest auf jeder Seite, bekommt man:

a1 +as+az+ag =0

d.h. Es gibt keine Losung.

Komplizierter Beweis: (zeigt aber nur keine positive Losung)
Das LGS in Matrixform:

—a2] — 31 — Q4] a2 ais aiq 1 —ai
a1 —Q12 — 32 — Q42 a3 a4 ) o —az
asi as2 —a13 — (23 — 43 az4 z3| | —a3
a41 a4 a43 —Qa14 — Q24 — Q34 T4 —ay

Die zugehorige Matrix A hat immer die Spaltensumme 0. Also sind die Zeilen linear abhéngig.
Also gilt |[A| =0

Damit gibt es entweder unendlich viele oder gar keine Liisung.

Nach Lemma 1 gibt es keine positive Losung.

4.1.6 Satz 2

1) Das folgende 4 x 4 LGS bei dem alle Keoffizienten a1, as, as, as, mi, ma, ms, myg, a1, aiz, ..., asq > 0 sind
hat keine positive Losung:

a1 + ag1 + asi + ag +my) 1
a1z + a + asy + as2 + ma) T2
a13 + as3 + azsz + ags + mg) T3
a14 + a4 + azq4 + agq +my) T4

a1 +ai1 r1+ a2 T2+ a13 r3+aqg r4 =
a2 + ag1 T1 + ag2 T2 + a3 3 + a4 T4 =
asz + as1 1+ azg o + a3z r3+ azq T4 =
a4+ a41 T1 + a42 T2 + a43 T3 + Q44 T4 =

S~ N S N

2) Die Behauptung 148t sich auch fiir ein entsprechendes n x n LGS (n > 3) verallgemeinern.
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Beweis:
Das LGS in Matrixform:

—a21 — az1 — a41 — M1 a2 a3 a4 al
a1 —a12 — az2 — a42 — M2 a23 a24 T2
asi as2 —a13 — a23 — A43 — M3 as4 T3
a41 a42 a43 —a14 — Q24 — Q34 — M4 L4

—aq

—as

—as

—ay

Nach Lemma 0 gibt es keine positive Losung.

4.1.7 Satz 3

1) Das folgende 4 x 4 LGS bei dem alle Koeffizienten ai; > 0 und alle a; >0 sind
hat genau eine positive Losung (d.h. alle z; > 0):

a1 + a1+ a1z x2 + a3 3+ 0 24 = (@11 + ag1 + as1 + aq1) 1
az + azy x1 + az T2 + a3z x3 + 0 x4 = (a2 + a2 + azz + ag2) T2
az +aszy r1 +azs ro+ azz x3+0 x4 = (a13 + a93 + azz + a43)x3
ag + ag1 T1 + ag2 T2 + as3 13 +0 T4 = ag4 T4

2) Die Behauptung 148t sich auch fiir ein entsprechendes n x n LGS (n > 3) verallgemeinern.

Bemerkung:
Die Spaltensummen der dazuhehorigen Matrix (siehe Beweis) sind (bis auf die letzte Spalte) immer = 0

Beweis:
Das LGS in Matrixform:

—ag1 — a3 — a41 a2 a3 0 x1 —ay
agy —a12 — a3z — a42 ags 0 2| | —a2
asy asz —a13 —ag3 —aqg3 0 z3| | —as
aq a4 a43 —aq4) \T4 —ay

1)
Das LGS ist 1osbar gdw:
—a21 — G31 — 41 a12 a13 1 —ax
az1 —@12 — a32 — @42 az3 To | = | —a2 und
asi as2 —Qa13 — 423 — @43 3 —ag

41 T1 + Q42 T2 + Q43 T3 = Q44 T4
Nach Lemma 0 folgt: z1 > 0,x2 > 0,23 > 0, also muss auch x4 > 0 sein.
2) Dieser Teil ist unnotig.

M sei die Untermatrix, die durch Streichen der jeweils letzten Zeile und Spalte der obigen Matrix von A
erzeugt wird, also:
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—ag1 — a3l — a41 a2 a13
M = ao1 —a12 — a3z — a42 ao3
a31 a32 —a13 — A23 — Q43

Es gilt dann:

|A| = —a44 - |M| und auBerdem sowieso: |M| = |M*|, also:

Al = —auq - |M7|

Die transponierte Matrix M™* von M ist streng diagonaldominant und deshalb reguldr. Also gilt:
M| £0

Da ay4q4 > 0 folgt:

|A| = —aqq % | M| #0

4.1.8 Satz 4
1) Das folgende 3 x 3 LGS bei dem alle Koeffizienten a;; > 0 sind hat unendlich viele positive (d.h. alle

x; > 0) Losungen.

aip x1 + a2 2 + a1z 3 = (a1 + a1 + az1) 1
ag 1 + az T2 + a3 x3 = (ai2 + az + az2) T2
as; x1 + asy x2 + azz 3 = (a13 + a3 + azs) 3

2) Die Behauptung 148t sich auch fiir ein entsprechendes n x n LGS (n > 3) verallgemeinern.

Beweis:
Das LGS mit Matrixdarstellung:

—ag1 — asy a12 a13 T 0
as —a12 — a32 a3 x| =10
asi as2 —a13 — a3 ) \r3 0

Da jeweils alle Spaltensummen der Matrix 0 sind und alle a;; > 0 gibt es nach Lemma 2 unendlich viele
positive Losungen.
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4.2 Beispiele

4.2.1 Beispiel 1 aus M1

50x+by+152z=70x
1324+15y+92=34y
10x+8y+402z=60=z2

ergibt umgeformt:

—20z+5y+152=0x
13z2—-19y+92=0y
10x+8y—202z=0z2

und hat die zugehorige Koeffizientenmatrix bzw. Determinante:

-20 5 15
13 =19 9 | =0 (kann man mir Wolfram Alpha im Internet) berechnen lassen:
10 g8 =20

Es gibt unendlich viele positive (x > 0,y > 0,z > 0) Losungen.
Zum Beispiel:
21 =22,y = 25,2 = 21
To = 44, Yo = 50,2’2 =42
25 21

allgemein: y = o und 2z = v

4.2.1.1 Beispiel 2 aus M1

0x+5y+15,0l2=70z
13z4+1by+92=34y
10z +8y+402=60=z

ergibt umgeformt:

—20x+5y+15,012=0z
132—-19y+92=0y
102+8y—202z=0z2

und hat die zugehorige Koeffizientenmatrix bzw. Determinante:

—-20 5 15,01
13 -19 9 | =2,94# 0 (kann man mir Wolfram Alpha im Internet) berechnen lassen)
10 8 —20

4.2.2 Beispiel 1 aus M2

123+502x+5y+152=70x
456 +13x+1by+92=34y
7894+ 1024+ 8y+40 z =60 2

und hat die zugehorige Koeffizientenmatrix bzw. Determinante:
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-20 5 15
13 =19 9 |=0
10 8 =20

Die Nebendeterminanten sind allerdings alle ungleich 0:

123 5 15 —-20 123 15 —-20 5 123

456 —19 9 |#0 13 456 9 |#0 13 —19 456|#0
789 8 =20 10 789 -20 10 8§ 789
Ergbnis:

Es gibt keine Losung.

4.2.3 Beispiel 2 aus M2

a1+90zx+5y+152=70=x
as+13x+15y+92=34y
a3+ 10 +8y+40 2z =060 2

hat (siehe oben) die zugehorige Koeffizientenmatrix mit Determinante = 0:

-20 5 15
13 -19 9
10 8 =20

Die Nebendeterminanten sind:

a; 5 15 -20 a1 15 -20 5

az —19 9 |#0 13 a2 9 |#0 13 —19 a2/ #0
az 8 =20 10 a3 —20 10 8 a3
Ergebnis:

Wenn zwischen a1, as, ag folgende Beziehung herrscht, gibt es unendlich viele Losungen, aber diese sind nicht

6konomisch sinnvoll (negativen Wert fiir as).
14 2

AR A LA
Y= —1pgM™ + 5502 + 55T
agz—ﬁal—%ag—l—ﬁx

4.2.3.1 Beispiel 3 aus M2

a1 +49,92+5y+152=70z
aa+13x+15y+92=34y
a3+10x+8y+402=060=z2

hat die Determinante = 0 und deshalb genau eine Losung:

T %(14(11 + 10as + 15a3) >0
y = £(500a; + 360as + 537a3) > 0
z = 12(2940a; + 2108az + 3169a3) > 0

22



4 Mathematischer Anhang - nur fiir Interessierte

4.2.4 Beispiel 1 aus M3
Das folgende LGS (lineares Gleichungssystem):

a1 x+apy+aiz z= (a1 + a2 +as)x
a1 4 az Y+ a z = (a2 +azx +az) y
as1 r+az2 Yy +a33 z = (CL13 + ag3 +a33) z
Nach Satz 4 existieren unendlich viele positive Losungen.

4.2.5 Beispiel 1 aus M4
Das gibt dann das folgende LGS (lineares Gleichungssystem):

ai+anr+ay+azz=(an+a+as)x
as +az1 T+ ag Yy + a z = (a12 +az + az2) y

az+ a1 x+azz y+ azz z = (a13 + agz + asz) z

und hat die zugehorige Koeffizientenmatrix bzw. Determinante:

—a91 — a3y a2 a13
as1 —ai2 —azx azz | =0
asi a32 —ass

da die Spaltensummen jeweils 0 sind.
Nach Satz 1 existiert keine Losung.

4.2.6 Beispiel 1 aus M5

art+a1x+a2y+0z= (a1 +a +as)x
az +ag v+ axey+0z= (a12+axn+as3)y
a3 +as1 r+asz y+ 0z=as3 2

und hat die zugehorige Koeffizientenmatrix bzw. Determinante:

—a21 — asz1 a2 0
asi —a12 — as2 0 = —ags(a12 ag1 + ag1 as2 + as; azz) #0
asi as2 —a13 — Aa23

Nach Satz 3 existiert genau eine positive Losung:

a12(a1+a2)+aszal _azi1(aitag)+asziaz 5 — 1tagtas

arzazitam(azitasi) I T aizasitasz(azi+azi) a33

4.2.7 Beispiel 1 aus M6

a1+a11x+a12y+a13z:(a11+a21+a31+m1)x
az +az x + ag y + azs z = (a2 + az + az +ma) y
asz + as x+a32y+a33z:(a13+a23+a33+m3)z

und hat die zugehorige Koeffizientenmatrix bzw. Determinante:
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—a21 —az1 —mi a2 a3
a21 —a12 — az2 — M2 a23
asi as2 —a13 — az3 —m3

Nach Satz 2 existiert genau eine positive Losung.
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